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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
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ФИЛЬТРУЮЩЕГО ЭЛЕМЕНТА В СИСТЕМАХ  
КАПЕЛЬНОГО ОРОШЕНИЯ 

Цель исследований – разработка метода определения оптимального состава по-
лимербетонного фильтрующего элемента, обеспечивающего требуемые параметры ка-
чества воды для систем капельного орошения. В ходе исследований установлено, что 
основными параметрами, обуславливающими процесс эффективной очистки природ-
ных вод через полимербетонный фильтрующий элемент, являются размер и количество 
поровых каналов, которые, в свою очередь, находятся в прямой зависимости от количе-
ства полимерного связующего. В результате исследований авторами разработана мо-
дель определения состава полимербетонного фильтрующего элемента, в основу кото-
рой положены классические положения о пористой среде, описанные в физической мо-
дели Слихтера. Модель фильтрующего элемента представлена заполнителем – фрак-
ционированными горелыми отходами горнодобывающей промышленности – и поли-
мерным связующим. Согласно данной модели пористая среда представляет собой сово-
купность зерен заполнителя, принимаемых одинакового размера, сферической формы, 
упакованных гексагонально, т. е. каждое зерно имеет 12 точек соприкосновения с дру-
гими зернами, что обеспечивает максимальную плотность конечного материала. 
В свою очередь, полимерное связующее обеспечивает неподвижность скелета структу-
ры фильтрующего элемента, образуя разветвленную сеть сквозных поровых каналов. 
При моделировании полимербетонной плиты внедрены следующие допущения: фрак-
ционный состав заполнителя полидисперсный; частицы принимаются правильной сфе-
рической формы; толщина пленки связующего, покрывающего частицы заполнителя, 
может не быть одинаковой для всех зерен; часть полимерного связующего заполняет 
поровые каналы, придавая им цилиндрическую форму. Разработанная модель позволя-
ет определить требуемый объем полимерного связующего при задании диаметров час-
тиц для обеспечения разветвленной сети сквозных поровых каналов, через которые бу-
дет происходить фильтрация природной воды для капельного орошения. 

Ключевые слова: математическая модель, капельное орошение, фильтрующий 
элемент, пористая среда, физическая модель Слихтера, толщина пленки связующего, 
горелые отходы угледобывающей промышленности.  
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MATHEMATICAL MODEL FOR OPTIMAL COMPOSITION  
OF ALTERNATIVE FILTERING ELEMENT  

IN DRIP IRRIGATION SYSTEMS 

The aim of the research is to develop a method for determine the optimal composition 
of polymer-concrete filtering element (PCFE) providing required parameters of water quality 
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for drip irrigation. During the study it was established that the main parameters facilitating ef-
fective treatment of natural waters through PCFE were the size and number of pore canals 
which, by-turn, were in the direct relation to the quantity of polymer binder. As a result of the 
study, the authors developed the model for determine the composition of PCFE based on clas-
sical proposition of pore medium described in Slichter physical model. The model of filtering 
element is consisted of filler (fractionated coal combustion by-products) and polymer binder. 
According to the given model, pore medium represents the set of filler grains assuming to be 
of equal size, spherical form packed hexagonally that is each grain has 12 points of contact 
with other grains providing the maximum density of ultimate material. By-turn, polymer 
binder provides immobility of the filtering element structure forming branchy net of perforat-
ed pore canals. While modeling polymer-concrete plate, following assumptions were embed-
ded: filler fraction composition is poly-dispersed; fractions assumed to be of a regular spheri-
cal shape; the thickness of the film of polymer binder covering filler grains may be not equal 
for all grains; the part of polymer binder fills pore canals giving them a cylindrical shape. The 
developed model enables to define required volume of polymer binder under the given diame-
ters of particles to provide branchy net of perforated pore canals, by which the filtration of 
natural water for drip irrigation will occur.  

Keywords: mathematical model, drip irrigation, filtering element, pore medium, 
Slichter physical model, thickness of binder, coal combustion by-products. 

Конструктивные особенности систем капельного орошения – отсут-

ствие постоянного движения воды в трубопроводах системы, значительная 

протяженность закрытой разветвленной сети трубопроводов, малые диа-

метры выпускных отверстий (0,3–5,0 мм) – обуславливают внедрение эф-

фективных ресурсосберегающих и экологически безопасных технологий 

подготовки природных вод к использованию. Различный физико-

химический состав природных вод предполагает разработку различных 

технических решений. Например, в случае присутствия частиц низкой 

плотности (глины, ила), которые склонны к агломерации, требуемая сте-

пень очистки повышается, а размер удаляемых частиц достигает 50 мкм. 

Наиболее распространенным методом, обеспечивающим необходимый ре-

зультат, является фильтрование. Оно чаще всего реализуется на механиче-

ских фильтрах с зернистой загрузкой, представленной кварцевым песком, 

антрацитом и другими гранулированными материалами, иногда обладаю-

щими сорбционными свойствами [1–5]. 

В результате многолетних исследований [1–3] установлено, что тол-

щина слоя зернистой загрузки, представленной в качестве фильтрующего 

материала, должна составлять не менее 1,2 м. При этом в процессе фильт-
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рации участвуют только верхние слои толщиной примерно 0,5 м. Кроме 

этого, применение сыпучих загрузок подразумевает обязательное наличие 

поддерживающих слоев. В качестве альтернативы зернистой загрузке ав-

торами предлагается использовать полимерную плиту, выступающую 

в роли фильтрующей перегородки. Свойства полимербетона, изготовлен-

ного на основе горелых отходов угледобывающей промышленности, по-

зволяют исключить недостатки гранулированной загрузки. Возможность 

вертикального расположения фильтрующего слоя позволяет существенно 

сократить площадь фильтра в плане. 

Исследования по использованию полимерных материалов в сфере 

очистки природных вод, осуществляемой на базе полимербетонного 

фильтра, позволили установить высокую фильтрационную эффективность 

данных материалов, составляющую 80–96 %. Максимальная допустимая 

мутность исходной воды для обеспечения бесперебойной работы фильтра 

составляет 600 мг/л [4]. 

Основными параметрами, обуславливающими процесс эффективной 

очистки природных вод через полимербетонный фильтрующий элемент, 

являются размер и количество поровых каналов, которые, в свою очередь, 

находятся в прямой зависимости от количества полимерного связующего. 

Определение объема полимерного связующего является важной зада-

чей для обеспечения требуемых параметров фильтрующей перегородки. Его 

расчет может быть выполнен с использованием разработанной математиче-

ской модели, в основу которой положена физическая модель пористой сре-

ды Слихтера [6], преобразованная для рассматриваемого материала путем 

введения параметра δ  – толщины пленки полимерного связующего, кото-

рой покрыты все частицы заполнителя. В качестве заполнителя предлагает-

ся применять перегоревшие отходы угледобывающей промышленности. 

Физическая модель Слихтера представляет пористую среду как сово-

купность зерен заполнителя, принимаемых одинакового размера, сфериче-
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ской формы, упакованных гексагонально, т. е. каждое зерно имеет 12 точек 

соприкосновения с другими зернами, что обеспечивает максимальную плот-

ность конечного материала. Геометрически очевидно, что зерна будут распо-

лагаться в шахматном порядке, стремясь заполнить пустоту, образующуюся 

при соприкосновении частиц в одной плоскости (рисунок 1) [6–8].  

 
Рисунок 1 – Плоская схема расположения зерен  

в фильтрующем элементе 

Модель фильтрующей перегородки (по аналогии с идеальной физи-

ческой моделью Слихтера), состоящей из заполнителя – фракционирован-

ных горелых отходов горнодобывающей промышленности – и полимерно-

го связующего, имеет следующие допущения: 

- зерна заполнителя имеют высокую степень окатанности и правиль-

ную сферическую форму; 

- фракционный состав полидисперсный, размеры частиц представле-

ны диаметрами 1d , 2d , 3d , мм, допускается случайная компоновка частиц 

различного размера; 

- зерна заполнителя упакованы теоретически плотно (гексагонально); 

- каждая частица заполнителя покрыта равномерным слоем поли-

мерного связующего толщиной 1δ , 2δ , 3δ , мм, допускается случайное со-

четание толщин пленок связующего на частицах заполнителя; 

- малое количество связующего выдавливается в точках контакта 
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сферических частиц заполнителя, обеспечивая при этом создание порового 

канала. 

Рассмотрим треугольник ∆О1О2О3. В него вписан треугольник 

∆Н1Н2Н3, стороны которого определим по теореме косинусов (рисунок 2): 
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2
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где R  – радиус частицы заполнителя, мм. 

 
Рисунок 2 – Схема для определения сторон треугольников 

Внутри треугольника ∆Н1Н2Н3 находится подобный ему треугольник 

∆А1А2А3, причем расстояния между одноименными сторонами этих тре-

угольников будут (рисунок 3): 
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где iδ  – относительная толщина пленки, мм. 
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Рисунок 3 – Определение расстояний между сторонами треугольников 

Относительные толщины пленок связующего, покрывающего три 

рассматриваемые песчинки: 

 
1

1
1 R


 , (4) 

 
2

2
2 R


 ,  (5) 

 
3

3
3 R


 . (6) 

Необходимые углы рассматриваемых треугольников определим с 

использованием геометрических преобразований при рассмотрении вспо-

могательных треугольников D1D2A2, F1F2A2 и M1M2A3 (рисунок 4). 

 
Рисунок 4 – Расположение треугольников D1D2A2, F1F2A2 и M1M2A3 
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С одной стороны, уравнения относительно величин iR  и iδ  можно 

получить, рассмотрев объем связующего iW , вытесняемого с поверхностей 

каждой пары соприкасающихся песчинок радиусом iiR δ . Вытесненный 

объем образует валик (заштрихованная область на рисунке 5), имеющий 

в поперечном сечении треугольник со стороной l  и длиной вh . Представим 

его в виде суммы объемов трех сферических сегментов, геометрические 

параметры которых известны.  

 
Рисунок 5 – Параметры валика,  

образованного вытесненным связующим 

Для песчинок первого и второго типа такой объем iW , м3, будет  

равен: 
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- для песчинок второго и третьего типов: 
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- для песчинок третьего и первого типов: 
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С другой стороны, объем кольцевого валика, образуемого в случае 

соприкосновения песчинок разных радиусов, составляет: 

 1121 π2 SfW  , (10) 

 2232 π2 SfW  , (11) 

 3313 π2 SfW  , (12) 

где if  – радиусы сферического сегмента каждого валика, мм; 

iS  – площади сечения кольца вытесненного связующего в виде тре-

угольника, м2. 

Составив уравнения для нахождения радиусов и площадей сечения 

сферических сегментов и подставив их в уравнения (10)–(12) при совмест-

ном решении с уравнениями (7)–(9), можно получить единую систему 

уравнений (1)–(3) и (4)–(6). Решение полученных систем уравнений воз-

можно только с использованием программных комплексов.  

Разработанная модель позволяет определить требуемый объем поли-

мерного связующего при задании диаметров частиц id  для обеспечения 
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разветвленной сети сквозных поровых каналов, через которые будет про-

исходить фильтрация природной воды для капельного орошения. 

Производя расчеты по данным уравнениям, изменяя радиусы частиц 

методом подбора, необходимо прийти к такому численному значению, при 

котором треугольник А1А2А3 превратится в правильный шестиугольник, 

вписанная окружность которого представляет собой поровый канал. Оче-

видно, что представленная математическая модель позволяет также ре-

шить и обратную задачу, при решении которой можно определить конеч-

ный диаметр порового канала, предварительно задавшись фракционным 

составом заполнителя и объемом полимерного связующего. 
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