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Главной задачей моделирования водных эко-

систем является получение адекватного количест-
венного представления о биотическом круговоро-
те и взаимодействии компонент экосистемы в со-
ответствии с общими законами сохранения и био-
логическими закономерностями. 

Неблагоприятная экологическая ситуация, 
сложившаяся в Томской и ряде других областей, 
ведет к   актуализации   проблемы  загрязнения 
водных объектов в результате сброса в них сточ-
ных вод от промышленных предприятий и насе-
ленных пунктов. 

Сегодня необходимо создать экологические 
нормативы и определить пути  сохранения  и уси-
ления самоочищающихся механизмов и функций 
природных систем. Для успешного планирования, 
оперативного управления и контроля над качест-
вом водной среды, необходимо комплексное опи-
сание  гидродинамических, гидрохимических и 
гидробиологических процессов в водоемах. Такое 
описание проводится с использованием методов 
математического моделирования, которые позво-
ляют количественно описывать круговорот и 
взаимодействие  компонент, входящих в экоси-
стему загрязненного участка реки.  

Целью данной работы является изучение ма-
тематических моделей, описывающих процесс 
самоочищения загрязненного участка реки  и 
применение численных методов к решению такого 
рода задач.  

Предлагаются модификации моделей Кемпа и 
более сложной модели, предложенной в работе 
[1]. 

 

Модификации моделей 
 

Начнем с модификации модели Кемпа [2]. В 
модели описывается взаимодействие между РК 
(растворенный кислород),который является  од-
ним из основных показателей жизнедеятельности 
водной среды, и БПК(биохимическое потребление 
кислорода), за счет которого, в основном, умень-
шается содержание РК в реке и, следовательно, 
ухудшается качество воды. Данная модель учиты-
вает постоянную скорость ухода БПК за счет оса-
ждения или адсорбции, скорость поступления РК 
за счет фотосинтеза, осуществляемого водоросля-
ми, а также скорость поступления БПК в проточ-

ную систему за счет вымывания из придонных 
иловых отложений. 

Модель Кемпа представляет собой задачу Ко-
ши для ОДУ первого порядка: 
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Модификация модели (1.1) на двумерный слу-
чай осуществлялась вводом в нее операторов кон-
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членов. 
В результате получается система двух диффе-

ренциальных уравнений в частных производных: 
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     (1.2) 
с соответствующими начальными  
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и граничными условиями  
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Здесь WD , WL  коэффициенты конвекции де-

фицита кислорода и концентрации органического 
вещества соответственно, а DD , DL   - коэффици-
енты диффузии дефицита кислорода и концентра-
ции органического вещества. Будем рассматри-
вать случай, когда WD = WL  = W ,  DD = DL .    

Опишем вторую, более сложную, модель. В 
ней учитывается круговорот органических ве-
ществ, концентрация растворенного кислорода, 
интенсивность солнечной радиации, круговорот 
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биогенных элементов, концентрация фитопланк-
тона и моллюсков [1]. 

Математически модель описывается следую-
щей системой ОДУ: 
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с начальными условиями 
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Здесь  - концентрация  органического вещест-

ва,  - концентрация  исходного органического 

вещества,  - концентрация  стойкой фракции, 

q- концентрация  растворенного в воде кислорода,   
g- концентрация   биогенных элементов, Bm  - 
концентрация  биомассы моллюсков, Bf - концен-
трация  биомассы фитопланктона, А- скорость 
поступления органического вещества со стоком, 
sc- скорость отмирания фитопланктона, А1- ско-
рость осаждения на дно органического вещества, 
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элементов фитопланктоном, )(1 qQ  -скорость 

обмена кислородом между водой и атмосферой. 
Для модификации модели введем операторы 
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задачу, описываемую системой из семи диффе-
ренциальных уравнений в частных производных: 
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(1.7) 
с соответствующими начальными 
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Численная реализация двумерных моделей 

 
Для решения задач (1.2)-(1.4) , (1.7)-(1.9) ис-

пользуется  метод дробных шагов и неявная раз-
ностная схема переменных направлений [3]. Об-
ласть, в которой ищется решение, покрывается 

равномерной сеткой с шагами Для реали-

зации схемы переменных направлений наряду со 
значениями искомой сеточной вектор-функции 
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 -  значения правых частей уравнений  на слое 

n в точке (xj, yk ).   
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Схема (2.1) неявна по направлению x и  явна 
по   y,  схема (2.2) явна по x  и неявна по y. 

Запишем разностную аппроксимация для  
краевых условий для задачи (1.2) – (1.4)  
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и для задачи (1.7) – (1.9) 

.,

,,

,,

),(),,()0,,(

,),()0,,(

,),()0,,(,),()0,,(

),,()0,,(

,),()0,,(

,),()0,,(

1,

1

0,1,

1

0,

1,
1

0,1,
1

0,

1,

1

0,

1,

1

0,1,

1

0,

0

0

00

0

0

0

n

jm
n

jm
n

jf
n

jf

n
j

n
j

n
j

n
j

n

jst
n

jst

n

jis
n

jis
n

jorg
n

jorg

hmm

ff

stst

isis

orgorg

BBBB

qqgg

LL

LLLL

yxyxByxB

yxByxB

yxqyxqyxgyxg

yxLyxL

yxLyxL

yxLyxL




























 (2.5) 

Реализация схемы переменных направлений 
основана на последовательном определении зна-

чений 2
1n

U и 
1n

U . Решение находится мето-
дом прогонки сначала по одному направлению (по 
переменной x), потом по другому направлению 
(по переменной y). 

Для исследования вопросов аппроксимации,  
устойчивости и сходимости численного решения 
задач (1.2)-(1.4) , (1.7)-(1.9) использовалась тео-
рия, предложенная в [4].Согласно этой теории, 
рассматриваемую схему можно записать в опера-
торно- разностном виде: 
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       (2.6) 
Сформулируем условия устойчивости схемы 

переменных направлений в виде теоремы. 
Теорема. Пусть в схеме (2.6) постоянные опе-

раторы . Тогда для разностного 

решения имеет место следующая оценка устойчи-
вости по начальным данным и правой  части: 
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(2.7)         
Доказательство теоремы рассмотрено в  [4]. 
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Схема переменных направлений имеет второй 
порядок аппроксимации по времени и по про-
странству, однако, использование мягких горнич-
ных условий дает суммарную аппроксимацию 
первого порядка по времени и по пространству. 
Тогда, согласно теореме Лакса, имеет место схо-
димость [5].  

 
Обсуждение результатов 

 
Для численной реализации точечных моделей 

(1.1), (1.5)-(1.6) применялся неявный метод Эйле-
ра. В качестве органического вещества рассматри-
вался фенол, т.к. он является основным из загряз-
нителей р. Томь. Известно, что  предельно допус-
тимая концентрация (ПДК) фенола составляет 
0,001 мг/л [6]. Начальная концентрация  
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   (3.1) 

Расчеты проводились для 14 суток. Согласно по-
лученным результатам (рис.1), по модели Кемпа 
(1.1) ПДК фенола достигается на 6 сутки, а полное 
очищение участка реки от загрязнителя достигает-
ся к концу 6 суток. По второй, более сложной мо-
дели (1.7), ПДК достигается к концу 3 суток, пол-
ное очищение происходит на 4 сутки. 
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Рис. 1. Изменение концентрации органического вещества (точечная модель) 

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0 2 4 6 8 10 12 14

t, сут

B
f,

 м
г/
л

Bf,мг/л Bm,мг/л q,мг/л

  
Рис. 2. Изменение концентрации биомассы  фитопланктона, биомассы моллюсков, растворенного 

в воде кислорода  (точечная модель) 

Для оценки работы моделей также проводи-
лись расчеты при загрязнении    30 мг/л. В этом 
случае очищение произошло быстрее по модели 
Кемпа (на 8 сутки), а по модели (1.5)-(1.6) на 8 
сутки концентрация органического вещества со-
ставляла 27,2 мг/л .  Дефицит кислорода (модель 
(1.1)) достигает наибольшего значения - 0,027 мг/л 
к концу 1 суток, а затем падает до нуля. 

На рис.2 показано изменение концентрации  
для q (растворенного в воде кислорода),   Bn  
(биомассы моллюсков), Bf  (биомассы фитопланк-
тона).  

На рис.3 -  изменение концентрации  для Lis  
(исходного органического вещества),  Lst  (стой-
кой фракции), g (биогенных элементов). 
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Из рис. 2 видим, 
что биомасса фито-
планктона и биомасса 
моллюсков растут;    
на 14 сутки  биомасса 
фитопланктона дости-
гает 8,76 мг/л, моллю-
сков - 2,03 мг/л. Кон-
центрация растворен-
ного в воде кислорода 
достигает 1,2 мг/л. 
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Рис. 3.Изменение концентраций исходного органи-
ческого вещества, стойкой фракции и биогенных 

элементов  (точечная модель) 

Рис. 4. Концентрация органического вещества 
(Lorg, мг/л)  

(одномерная модель)  (x,   км; t, сут) 

Концентрация ис-
ходного органического 
веществ падает на 14 
сутки до 0,856 мг/л, 
концентрация стойкой 
фракции на 14 сутки 
равна 0,8578 мг/л. Из-
менение концентрации 
биогенных элементов почти не происходит. 

-0,06

-0,01

0,04

0,09

0,14

0,19

0,24

0,29

0 20 40 60 80 100

x, км

Lo
rg

, 
м
г/
л

Начальная
концентрация

концентрация на
первые сутки

концентрация на 2
сутки

концентрация на 3
сутки

концентрация на 4
сутки

Рис. 5. Изменение концентрации органического вещества (одномерная мо-
дель) 

Наряду с точечными моделями и их модифи-
кациями на двумерных случай, описанными в п.1, 
п.2, проводились расчеты для модифицированных 
моделей (1.1), (1.5)-(1.6) на одномерный случай. 
Задача самоочищения решалась с помощью неяв-
ной схемы первого порядка по h (шаг по про-
странству) и первого порядка по   (шаг по време-
ни).  

Рассматривался участок реки длиной 100 км. 
Скорость течения реки бралась равной 120 км/сут, 
а коэффициент диффузии - 2,5 км2/сут.  Начальное 
загрязнение L0=Lorg0 = 0.28 мг/л, начальное зна-
чение стойкой фракции Lst0=1 мг/л на первых 4 
км реки, на остальном участке они полагались 
равными нулю. Остальные параметры задавались 
равномерно на всем рассматриваемом участке.    

Рис. 6. Изменение концентрации стойкой 
фракции (Lst,мг/л)(одномерная модель) (x,   км; 

t, сут) На рис. 8-11 показано поведение Lorg , Lst , L,  
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q, D   для одно-
мерной про-
странственной 
модели. Рис. 4-5 
и рис. 6-7 пока-
зывают измене-
ние концентра-
ции органическо-
го вещества и 
стойкой фракции 
в течении 14 су-
ток. Из рисунков 
видно, что обе 
величины убы-
вают с течением 
времени. Значе-
ние Lorg падает 
до нуля на 4 су-
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Рис. 7. Изменение концентрации стойкой фракции   (одномерная модель) 

 
  

Рис. 8. Изменение концентрации органического ве-
щества (L, мг/л) (одномерная модель) (x,   км; t, сут) 

Рис. 10. Изменение дефицита кислорода (D, мг/л) 
(одномерная модель) (x,   км; t, сут) 
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Рис. 9. Изменение концентрации органического вещества   (одномерная модель) 
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тки, Lst с течением времени убывает медленно и к 
10 суткам  уменьшается до 0,88 мг/л. 

На рис. 8-9 и  10 приведено изменение кон-
центрации органического вещества (L) и дефицита 
кислорода (D) для одномерной пространственной 
модификации модели (1.1) в течении 30 суток. 
Качественно картина  поведения L  совпадает с 
поведением Lorg для более сложной модели. Заме-
тим только, что в модели Кемпа процесс само-
очищения идет медленнее. Дефицит кислорода в  
первые сутки, когда концентрации органического 
вещества в реке достаточно велика, увеличивает-
ся, а затем начинает уменьшаться до нуля. 

На рис. 12-14  приведены    значения  Lorg  в 
различные моменты времени  для двумерной мо-
дели. Рассматривался прямоугольный участок 

реки длиной 100 км и шириной 5 км. Скорость 
течения реки бралась равной 120 км/сут, а коэф-
фициент диффузии 2,5 км2/сут. 

  
Рис.12. Распределение органического вещества 

(Lorg, мг/л).  Начальная концентрация  (двумерная 
модель) (x, y, км) 

Рис. 11. Изменение растворенного в воде кислоро-
да (q, мг/л) (одномерная модель) (x,   км; t, сут) 

 
  

Рис.14. Распределение органического вещества 
(Lorg, мг/л).Концентрация  на вторые сутки (дву-

мерная модель) (x, y, км) 

Рис.13. Распределение органического вещества 
(Lorg, мг/л). Концентрация  на первые сутки (дву-

мерная модель)  (x, y, км) 

Усложненная модель создавалась для описа-
ния процесса самоочищения, когда концентрация 
органического вещества достаточно высока. 

В данной работе  рассматривалось Lorg=30  
мг/л и Lorg=0.28 мг/л. Анализ полученных резуль-
татов  показал, что усложненная модель одинако-
во хорошо работает как для больших, так и для 
малых концентраций загрязнения. При малых 
концентрациях органического вещества расчеты 
по моделям Кемпа и усложненной   дают близкие 
результаты. При больших концентрациях органи-
ческого вещества модель Кемпа дает результаты, 
не соответствующие действительности. 
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КРИТЕРИЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ ПРИ АППРОКСИМАЦИИ  

ГЕОЛОГИЧЕСКИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ С ПОМОЩЬЮ РЯДОВ ФУРЬЕ 
 

Для оценки тенденций в изменении геологи-
ческого показателя по линии или в пространстве 
обычно применяют фильтрующие или аппрокси-
мирующие процедуры, позволяющие уменьшить 
влияние случайной изменчивости. К ним относят-
ся различного рода скользящие средние, полино-
миальные функции, сплайны, гармонический ана-
лиз Фурье и другие [1-3, 5-7, 9]. Наибольшее рас-
пространение в геологии и горном деле получил 
метод Фурье, однако при его практическом при-
менении существуют трудности, связанные с вы-
бором числа гармоник, необходимых для пра-
вильного описания закономерного изменения изу-
чаемого показателя.   

Как известно,  анализ Фурье применяется при 
исследовании временных процессов и представля-
ет собой метод разложения сигнала или случайной 
функции на отдельные гармоники. В геологии и 
горном деле принято считать сигнал состоящим из 
трех частей: линейного тренда, различных перио-
дических или циклических компонент и случайной 
компоненты. Тренд данных  обнаруживается  под-
бором соответствующей прямой регрессии. Счи-
тается, что тренд существует, если угол наклона 
прямой является значимым. Отметим, что диспер-
сионный анализ не всегда способен правильно 
решить эту задачу, и поэтому практика показала, 
что тренд необходимо всегда устранять вне зави-
симости от значимости коэффициентов регрессии. 
Устранение тренда обязательно для применения 
метода Фурье для того, чтобы осуществить преоб-

разование исходного временного ряда в последо-
вательность отклонений от подобранной прямой 
линии. Оставшаяся часть временного ряда состоит 
из сигнала (периодической компоненты) и шума 
(случайной компоненты). 

Итак, одной из основных задач анализа Фурье 
является выделение главной периодической ком-
поненты, что эквивалентно выделению законо-
мерного изменения показателя из композиции в 
случайном процессе. 

Основные положения анализа Фурье и прин-
ципы его применения следующие. Любая перио-
дическая функцию может быть разложена в так 
называемый ряд Фурье [2,3], который для простых 
последовательностей имеет вид: 











 

1n

i
n

i
ni

xn2
Sin

xn2
CosY








 , 

где n – гармоническое число; n, n  - коэффици-

енты гармоник;  - длина волны основной гармо-
ники.  

В действительности, обычно величина   не-
известна и в качестве основной длины волны вы-
бирают произвольное значение L. Если выбрать L 
бóльшим или  равным длины изучаемого ряда 
данных и вычислить достаточное число гармоник, 
то получим оценку периодичности, присут-
ствующей в наших данных. Произвольный выбор 
значения L скорее всего будет неправильной 
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